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Methoden der Daten- bzw. Signalanalyse

Fourier-Transformation (FFT)
Zerlegung in sin/cos Funktionen
Globale Frequenzen
Geeignet für (stückweise) stationäre Signale

Wavelet-Transformation (FWT)
Zerlegung in vorher festgelegte Basis-Wavelets
Regionale Frequenzen
Geeignet für nichtstationäre Signale
Datenpunkte auf uniformem Gitter

Hilbert-Huang-Transformation (HHT)
Adaptive Basis
Lokale Frequenzen
Geeignet für nichtstationäre Signale
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Hilbert-Huang-Transformation (HHT)
Entwickelt von Huang et. al. 1998

Schritt 1: Empirical Mode Decomposition
Zerlegen eines Signals s : R→ R, t 7→ s(t), in

Intrinsic Mode Functions gj(t)

Monotones Residuum rN(t)

s(t) =
N∑

j=1

gj(t) + rN(t)

Schritt 2: Hilbert-Spektral-Analyse
Essentiell: instantane Frequenzen der gj(t)
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Zu Schritt 1: Empirical Mode Decomposition von Huang et. al.

Geschachtelt iterativer Algorithmus, basierend auf der Berechnung von
Einhüllenden des Signals und der Bestimmung von Extrema.

Probleme/Nachteile:

Bislang existiert keine Konvergenztheorie

Aufwendig in Raumdimensionen > 1

Alternative hier:
Wavelet-Approximation mit adaptivem grob-nach-fein Algorithmus
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Zu Schritt 2: Hilbert-Spektral-Analyse und instantane Frequenz

Hilbert-Amplitude-Spektrum H(ω, t)
Frequenz-Zeit Verteilung der Amplitude, Bestimmung mit Hilfe
instantaner Frequenzen.

Instantane Frequenz ω : R→ R für ein Signal s : R→ C, t 7→ A(t) eiϕ(t)

〈ω〉 =

∫ ∞

−∞

ω
∣∣∣S(ω)

∣∣∣2 dω = . . . =

∫ ∞

−∞

ϕ′(t) A2(t) dt ⇒ ω(t) B ϕ′(t)

wobei

〈ω〉 heißt Durchschnittsfrequenz

S(ω) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

s(t) e− iωt dt ist Fourier-Transformierte von s(t)
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Zu Schritt 2: Analytisches Signal und Hilbert-Transformation

Für s : R→ R sucht man eine Darstellung

z(t) = s(t) + i s2(t) = A(t) eiϕ(t) mit

s2 : R→ R, A(t) =
√

s2(t) + s2
2(t) und ϕ(t) = arctan

(
s2(t)
s(t)

)
Das analytische Signal liefert diese Darstellung

z(t) = 2
1
√

2π

∫ ∞

0
S(ω) eiωt dω = . . . = s(t) +

i
π

∫ ∞

−∞

s(x)

t − x
dx

⇒ Hilbert-Transformation H [s](t) B 1
π PV

∫ ∞
−∞

s(x)
t−x dx = s2(t)

H [s](t) ist linear

H [s′](t) = (H [s])′(t)
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Neuer Ansatz

In Schritt 1:
Zerlegung über Wavelet-Approximation mit adaptivem grob-nach-fein
Data-Fitting-Algorithmus [Castaño, Diss. 2005]

s(t) =
∑

j

∑
k

dj,kψj,k (t)︸           ︷︷           ︸
Cgj(t)

+
∑

k

cj0,kφj0,k (t)︸            ︷︷            ︸
CrN(t)

=
∑

j

gj(t) + rN(t) Level j,Ort k

In Schritt 2:
Theoretische Charakterisierung der Darstellung in Schritt 1 bzgl. der
Vorzeichen der instantanen Frequenzen
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Eigenschaften der verwendeten semiorthogonalen B-Spline-Wavelets

Nach Data-Fitting-Algorithmus von [Castaño, Diss. 2005]:
Stückweise lineare randangepasste B-Spline-Wavelets{

ψj,k : I → R
∣∣∣ Level j,Ort k

}
entwickelt von Chui et. al.

Eigenschaften:

Sind Linearkombinationen von B-Splines

Bilden eine Riesz-Basis für L2(I ) bzgl. (·, ·)L2(I )

Semiorthogonalität: Für j1 , j2 gilt
∫

I ψj1,k1(t) ψj2,k2(t) dt = 0

Träger ist kompakt

Hervorragende numerische Eigenschaften bei Data-Fitting
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Aussagen zur instantanen Frequenz [Rudi, 2009]

Satz

Seien U ⊆ R, s : U → R differenzierbar mit s(t) , 0 für alle t ∈ U
⇒

Instantane Frequenz ω von s hat die Darstellung

ω(t) =
(
s2(t) +H [s]2(t)

)−1(
s(t)H [s′](t) −H [s](t) s′(t)

)
Lemma

Sei dj,k =

1 für genau ein j, k

0 sonst
⇒

Für die instantane Frequenz ω von s(t) = ψj,k (t) gilt

ω(t) ≥ 0 für alle t
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Instantane Frequenz eines einzelnen
Wavelets:

ω(t) =
(
s2(t) +H [s]2(t)

)−1(
s(t)H [s′](t) −H [s](t) s′(t)

)
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Instantane Frequenz einer Linearkombination von Wavelets

Satz

Sei s(t) B gj(t) =
∑

k dj,kψj,k (t) = dT
j ψj(t) = dT

j MT
j,1φj+1(t)

für ein Level j

⇒

Für die instantane Frequenz ω von s gilt

ω(t) =
(
s2(t) +H [s]2(t)

)−1 (
s(t)H [s′](t) −H [s](t) s′(t)

)︸                                   ︷︷                                   ︸
Cξ(t)

mit

ξ(t) =
(
dT MT C

)
QD

[
B(t)H [B]T (t) −H [B](t) BT (t)

]
D︸                                                ︷︷                                                ︸

CA

(
CT Md

)

Abkürzungen d B d j , M B M j,1 und φ(t) B φj+1(t).
Die Matrix A hat konjugiert komplexe Eigenwerte.
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Beweisskizze

ξ(t) = s(t)H [s′](t) −H [s](t) s′(t)

=
(
dT MTφ(t)

) (
H [φ′]T (t) Md

)
−

(
dT MTH [φ](t)

) (
φ′

T
(t) Md

)
=

(
dT MT

) [
φ(t)H [φ′]T (t) −H [φ](t)φ′

T
(t)

] (
Md

)
=

(
dT MT C

)
QD

[
B(t)H [B]T (t) −H [B](t) BT (t)

]
D

(
CT Md

)

φ(t) =


∗ ∗

. . .
. . .

∗ ∗

︸               ︷︷               ︸
CC

t I +



∗ ∗

0 ∗

∗ 0
. . .

∗
. . . ∗
. . . 0

∗ ∗

︸                        ︷︷                        ︸
CQ

 diag (∗, . . . , ∗)︸            ︷︷            ︸
CD


B0,0(t)

...
BN−1,0(t)

︸       ︷︷       ︸
CB(t)
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